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1 1 1 
(1 -21-u)((a-) = 1 --+ --—+···> 0, 
2u 3u 4u 0 <Cl< 1, 
であるので， ((a)<0が0<びく 1において成り立つ．〈(0)= -1/2 < 0であることは
よく知られている ([13,(2.4.3)]などを参照）．よって関数等式 (1.1)から次が成り立っ．
Theorem A. ((s)の実零点は負の偶数点上にのみ存在する．





The Riemann hypothesis. 全てのく(s)の自明でない零点は a=1/2上にある．
1.2 Hamburger's theorem 
1921年に Hamburger[4]は((s)は関数等式 (1.1)により特徴付けられることを示した







a(n) E <C, 
は(J"> 1で絶対収束すると仮定する．さらに
T―s/2r信）f(s) = 7r―(1-s)/2r(1; s)g(l -s), 
ただし g(s)は
00 







Siegel [12], Hecke [5], Knopp [6]などが類似や拡張を考えている．
BochnerとChandrasekharan[2]は関数等式
T―s/2rG)ゅ(s)= 7r―(l-s)/2r(1; s)w(l -s) (1.2) 
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を充たす一般ディリクレ級数心(s)=区:=1aか＼ごと w(s)=区:=1如μ;:;,-又ただし




((28 -l)((s), (21-s -l)((s)), ((21-s -l)((s), (28 -l)((s)). 
1.3 Hurwitz and periodic zeta functions and their real zeros 
フルビッツゼータ関数く(s,a)は
00 




平面に有理型に解析接続され， s= 1で極を持ち，その留数は 1である ([1,Section 12] 
などを参照）・Xをディリクレ指標とし，ディリクレ L関数を L(s,x) := L:=1 x(n)n-s 
と書くことにする．
関数く(s,1/2) = (28 -l)((s)の実零点は正でない偶数上にしかないことは Theorem
Aからわかる．さらに， xが原始的であり x(-1)= 1を充たすディリクレ L関数 L-
function L(s, x)の実零点は正でない偶数上にあることもよく知られている．松坂 [8,
Theorem 1.3]は整数N::;ー 1に対して，く(s,a)が(-N-l,-N)に実零点を持っための
必要充分条件はBN+1(a)BN+2(a)< 0であること，ただし BN(a)はN番目のベルヌー




Lis(e2nia) := L' び>1. ns 
n=l 
明らかに Lis(l)=く(s,1) =く(s)が成り立つ.O<a<lであるとき Lis(e21ria)のディリ
クレ級数はa->0で広義一様収束する．このとき Li8(e加 ia)は全平面解析的に接続され
る．関数く(s,a)とLis(z),ただし lzlさ1, の実零点については [9,Section 1.1]などを参
照していただきたい．
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2 Main results and Remarks 
2.1 Main results 
0 < a'.S 1/2に対して， 2つ組フルビッツゼータ関数Z(s,a)を以下で定義する．
Z(s, a) := ((s, a)+く(s,1-a).
同様に 0< a'.S 1/2に対して， 2つ組周期的ゼータ関数P(s,a)を以下で定義する．
P(s, a):= Lis(e21ria) + Lis(e21ri(l-a)). 
さらに 0<a::; 1/2に対して， 4つ組ゼータ関数Q(s,a)を以下で定義する．
Q(s, a) := Z(s, a)+ P(s, a) =く(s,a)+く(s,1 -a)+ Lis(e21ria) + Lis(e21ri(l-a)). 
Theorem Aの類似として次を得た．
Theorem 2.1. 1/4::; a:; 1/2とする.Z(s, a)は次の関数等式を充たし，その実零点は
正でない偶数上にのみ存在する．
Z(I -s, a)=~~;~~cosげ）P(s, a), (2.1) 
Theorem 2.2. 1/4~a~1/2 とする. P(s, a)は次の関数等式を充たし，その実零点は
負の偶数上にのみ存在する．
P(l -s, a) =~~;~~cos胃）Z(s, a), 
Theorem 2.3. 1/4さaさ1/2とする.Q(s,a)は次の関数等式を充たし，
負の偶数上にのみ存在する．





Proposition 2.4. 0 < a < 1/2が充分小さいとき， Z(s,a), P(s, a)とQ(s,a)は開区
間(0,1)において少なくとも一つ実零点を持つ．
a= 1/4, 1/3又は 1/2であるときは次が成り立つ．
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Proposition 2.5. a= 1/4, 1/3又は 1/2とする．リーマン予想は次のいずれかと同値．
• 全ての Z(s,a)の複素零点はa=1/2とa=O上にある，
• 全ての P(s,a)の複素零点は a=1/2とa=l上にある
• 全ての Q(s,a)の複素零点は a=1/2上にある．
上記でない場合は， Z(s,a), P(s, a)とQ(s,a)の複素零点については次が成り立つ．
Proposition 2.6. a E (1/4, 1/2) n Q ¥ {1/3}とする．このとき任意の r5> 0に対して，
P(s, a)とQ(s,a)は信(o)T以上 C!(o)T以下の複素零点を，長方形領域1<びく l+r5,
0 < t < T,ただし Tは充分大きい，内に持つ．さらに，任意の 1/2< a1くび2< 1に対
して， P(s,a)とQ(s,a)はC以び1,び2)T以上 C』（び1,び2)T以下の複素零点を，長方形領
域び1くび＜び2,0 < t < T内に持つ．
a E (1/4, 1/2) n Q ¥ {1/3}又は 0<a< 1/2が超越数であるとき，関数Z(s,a)は上
と同様の性質を持つ．
系として次を得る．
Corollary 2.7. 1/4 <a< 1/3又は 1/3<a< 1/2が有理数であるとき， Q(s,a)はリー








G(s) 0 c(n) =L P(s) v(n)8' 
n=l 
c(n) EC, v(n) E恥
ただし上の一般ディリクレ級数a>lで絶対収束すると仮定する．さらに h(s)は次の関
数等式を充たす
7r-s/2「信）h(s) = 1r-(l-s)/2r(1; 8)h(l -s). (H2り
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(1.3)に現れた関数 (28-l)((s)と(21-s-l)((s), ディリクレ L関数 ([3,Theorem 
10.2.14]), エプスタインゼータ関数 ([3,Theorem 10.2.14]), 2く(s)とは異なる場合の [7,
Theorems 2.1 and 2.2]に現れる関数，でさえも (H砂）を充たしていない．
Q(s, a)の零点はく(s)同様に直線t=Oとa=1/2に関して対象に分布している．さら
にQ(s,a)はリンデレーエフ予想の類似を充たすと予想される．しかし， 1/4<a< 1/3 
又は 1/3<a< 1/2が有理数であるとき， Q(s,a)はリーマン予想の類似を充たさない．
ちなみに， a=1/4, 1/3又は 1/2であるときは次が成り立つ．
Q(s, 1/2) = 2(28 + 21-s -2)((s), Q(s, 1/3) = (38 + 3l-s -2)((s), 





a= 1/4, 1/3又は 1/2でない場合は， Q(s,a)は絶対収束領域や臨界領域に複素零点を持
つと予想される．実際に 1/4<a< l/3又は 1/3<a< 1/2が有理数であるときはそう
である.a= 1/4, 1/3又は 1/2という例外は，定理にある 1/4::;a::; 1/2の両端だけで
なく，閉区間 [1/4,1/2]内にあるというのも面白い．
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